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WYKEAD 5:| ZMIENNE LOSOWE TYPU CIAGLEGO. GESTOSC
PRAWDOPODOBIENSTWA. ROZKEAD JEDNOSTAJNY, NORMAL-
NY, WYKLADNICZY. TRANSFORMACJE ZMIENNEJ LOSOWEJ.

| DEFINICJA. |

Zmienna losowa typu ciaglego (in. o rozkladzie ciaglym)
to zmienna losowa, dla ktorej istnieje taka nieujemna funkcja f(x), ze dla kazdego bore-
lowskiego zbioru B

Py(B) = / f@)dz.

Funkcja f(z) zwana jest gestoscia rozkladu X.

TECHNIKA OKRESLANIA ROZKEADU ZMIENNEJ LOSOWEJ X
TYPU CIAGLEGO:

Pelna informacja o ciagtym rozkladzie zmiennej losowej X zawarta jest w gestosci
f(z) rozktadu X.

7, gestosci mozemy dosta¢ informacje o warto$ciach funkcji Px na dowolnych zbiorach
borelowskich, jak wida¢ w definicji rozktadu ciagtego. W szczegoélnosci,

e PIX <b)=P(X<bh) = le f(x)dx;

o P(X >b)=P(X >b) = [ f(z)d:

o P(a<X<b):P(a<X<b):P(a<X<b):P(a<X<b):fbf(x)dx.



Funkcja f(z) spelia nastepujace warunki:

e f(z)> 0 dla kazdego = € R;

o [ flz)dzx=1.

Jezeli pewna funkcja f(x) spelnia te warunki, to dla pewnej ciaglej zmiennej losowej X
funkcja f(z) jest gestoscia jej rozktadu. Funkcja f ma wtedy probabilistyczna interpreta-
cje, reprezentacje, moze by¢ uzywana w modelach w roli gestosci rozktadu ciagglego.

Przyktadowy wykres (X - czas pracy pewnego urzadzenia do pierwszej awarii):

Dystrybuanta F'(z) zmiennej losowej X réwna jest catce

F(z) = / F(t)dt.

Wynika stad, ze dystrybuanta rozktadu cigglego musi by¢ funkcja ciggla. Nie jest to jed-
nak warunek wystarczajacy. Mozna pokazaé, ze:

Jezeli dystrybuanta F'(z) jest funkcja ciagta i rozniczkowalng poza jedynie skon-
czong liczba punktow, to rozklad jest ciagly oraz jego gestosé f(x) rowna jest

F'(z) dla tych z, dla ktérych pochodna istnieje
flay=1 !
poza tym.

Przyktady do zad. 3.4 - 3.6



’TRANSFORMACJE ZMIENNEJ LOSOWEJ‘

PROBLEM:

Szukamy rozkladu zmiennej losowej Y = ¢(X), gdzie X to zmienna losowa o rozkladzie
zadanym dystrybuanta F(x), zas g to pewna funkcja, taka ze Y to zmienna losowa, np.
funkcja borelowska.

Wiemy, ze dystrybuanta rozktadu Y ma posta¢ Fy(y) = P(Y <y) = P(g9(X) <vy),
a zatem jaki$ zwiazek z F'. Nie mamy tu jednak ogdlnych przepisow.

\ WAZNE PRZYKLADY: \

1. transformacja liniowa Y = aX + b, gdzie a,b to pewne stale, a # 0,
tzn. g(x) = ax + b.
Wtedy dla a > 0 mamy

Fy(y):P(aX+b<y):P<X<y_b>:F<y_b>,

natomiast dla a < 0

Fy(y):P(aX+b<y):P<X>y_b>:1— lim F(z).

2. funkcja kwadratowa Y = X2 tzn. g(z) = 22.
Wtedy

dy y <0
F =P(X?’<y)=¢ X
v(y) = P( v) {P(—\/y<X<\/§), gdy y >0

{ 0, gdy y <0
-\ F — I F(x), gd >0
(Vo) = Jim_ F(z), edy y
3. transformacja logarytmiczna zmiennej losowej X dodatniej z prawd. 1
Y =InX, tzn. g(z) =Inz.
Wtedy mamy
Fy(y)=P(lnX <y)=P(X <e’)=F(e).



4. obciecie
X, gdy |X|<a
Dla pewnej statej a > O niech Y =< a, gdy X >a,
—a, gdy X < —a,
x, gdy |z|<a
tzn. g(x) =< a, gdy x> aq,
—a, gdy » < —a,

0, gdy y < —a
Wtedy mamy Fy(y) =< F(y), gdy —a<y<a
L, gdy a<y

5. dyskretyzacja
wybieramy rosnacy ciag liczb ..., x_q,xg, 21, 2o, ...
i przyjmujemy, ze Y = x,, wtedy, gdy z,_1 < X <z, dlan=0,£1,+2, ..,
tzn. g(x) = xp, gdy 1 < T < .

Wtedy Y ma rozktad dyskretny okreslony ciagiem {(z,,p,),n = 0,41, £2 ...},
gdZie Pn = F(In) - F($n—1)'
Zatem Fy(y) = F(z,) dla z, < y < z,4+1- funkcja schodkowa

Przyktady do zad. 3.7



