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Topologia metryczna, Lista 6

Wykazaé, ze ciag (x,) jest Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X, p)
wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve > 03k € NVn € N p(ag, Tpyn) < €

Sprawdzié¢ zupelno$é nastepujacych przestrzeni:
(a) plaszczyzny w metrykach p.,, ps, “rzeka” i “centrum”
(b) dowolnej przestrzeni z metryka dyskretng po1.

Niech X = {% n= 1,2,...} z metryka euklidesowa, a f : X — N be-
dzie okres$lone wzorem f (%) = n. Sprawdzi¢, czy f jest homeomorfizmem i
czy [ przeprowadza ciagi Cauchy’ego w X na ciagi Cauchy’ego w N. Czy
przestrzenie X i N sg zupelne?

Czy odwzorowanie jednostajnie ciagte miedzy przestrzeniami metrycznymi
zupelnymi musi przeksztalcaé¢ ciagi Cauchy’ego na ciagi Cauchy’ego?

Pokazadé, ze jesli odwzorowanie f : (X, px) — (Y, py) jest izometria i prze-
strzen (X, px) jest zupelna, to (Y, py) jest tez zupelna.

Uogdlnié ten fakt na odwzorowania f, bedace homeomorfizmami jedno-
stajnymi, tj. takimi, ze f oraz f~! sa jednostajnie ciagle.

Czy dowolny przedzial otwarty na prostej euklidesowej jest metryzowalny w
sposéb zupelny? Jedli tak, to podaé¢ wzdr na réwnowazna metryke zupelna
w przedziale (—m/2,7/2).

Pokazaé, ze jesli A C X i podprzestrzen A jest zupelna, to A jest zbiorem
domknigtym w X.

Przypomnijmy (patrz Lista 1), ze przestrzen B(X,Y) odwzorowan ogra-
niczonych z (X, px) w (Y, py) ma metryke zbieznosci jednostajnej psyp-
Pokazaé, ze podprzestrzen C(X,Y) C B(X,Y) odwzorowan ciaglych jest
podzbiorem domknietym w B(X,Y). Inaczej méwiac, granica jednostajna
ciagu odwzorowan ciagltych ograniczonych jest odwzorowaniem ciaglym.

Pokazad, ze jedli (Y, py) jest zupelna, to przestrzenie B(X,Y) 1 C(X,Y)
tez sa zupelne.



